
Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 21

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X ⊂ R,
åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ ∀x ∈ X âûïîëíåíî: F ′(x) = f(x) èëè dF (x) = f(x)dx.

Çàìå÷àíèå: Ïåðâîîáðàçíàÿ F îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî const.

Òåîðåìà: Åñëè f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ

F : F ′(x) = f(x), x ∈ [a; b].

Îïðåäåëåíèå: Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f , îïðåäåë¼ííîé íà ìíî-

æåñòâå X, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ýòîé ôóíêöèè íà X. Îáîçíà÷åíèå:∫
f(x) dx.

Çàìå÷àíèå: Ñèìâîë
∫

åñòü ñòèëèçîâàííàÿ áóêâà S− íà÷àëüíàÿ áóêâà ëàòèíñêîãî ñëîâà

"Summa". Òåðìèí "èíòåãðàë"(îò ëàòèíñêîãî ñëîâà integer - öåëûé) áûë ïðåäëîæåí Èîãàí-

íîì Áåðíóëëè. Âèëüãåëüì Ëåéáíèö, êîòîðûé ââ¼ë äàííûé ñèìâîë, ïåðâîíà÷àëüíî ãîâîðèë

"ñóììà".

Åñëè F ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f , òî
∫
f(x) dx = F (x) + C, ãäå

C−ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ:

1. Çàìåíà ïåðåìåííîãî.

Ïóñòü f íåïðåðûâíàÿ, ϕ(t)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèè. Òîãäà:∫
f(x) dx =

{
x = ϕ(t)

dx = ϕ′(t) dt

}
=

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt.

2. Ðàñùåïëåíèå.

Ïóñòü f = f1 ± f2, òîãäà
∫
f(x) dx =

∫
f1(x) dx±

∫
f2(x) dx.

Óòâåðæäåíèå: (Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì)

Ïóñòü ôóíêöèè u è v íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì îòðåçêå X, è äèôôåðåíöèðóåìû âî

âñåõ åãî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Òîãäà åñëè íà X ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
∫
v u′ dx, òî ñóùåñòâóåò

è èíòåãðàë
∫
u v′ dx, ïðè÷¼ì

∫
u′ v dx = u v −

∫
u v′ dx èëè

∫
v du = u v −

∫
u dv.
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21.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè

(à) • ñ ðàçðûâîì Iãî ðîäà, íå èìåþùóþ ïåðâîîáðàçíóþ;

(á) ñ ðàçðûâîì IIãî ðîäà, íå èìåþùóþ ïåðâîîáðàçíóþ;

(â) ϕ(t), èìåþùåé áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè êîòîðîé çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòå-

ãðàëå ñïðàâåäëèâà;

(ã) ϕ(t), èìåþùåé áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè êîòîðîé çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòå-

ãðàëå íåêîððåêòíà.

21.2. Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫
|x| dx; (á)

∫
(|1 + x| − |1− x|) dx;

(â)
∫
e|x| dx.

21.3. (1638, 1643, 1646, 1648, 1650, 1652, 1663, 1670, 1682, 1683, 1688, 1693)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫ √

x4 + x−4 + 2

x3
dx; (á)

∫ √
x2 + 1−

√
x2 − 1√

x4 − 1
dx;

(â)
∫
e3x + 1

ex + 1
dx; (ã)

∫ √
1− sin 2x dx, (0 6 x 6 π);

(ä)
∫

tg2x dx; (å)
∫

th2x dx;

(æ)
∫

dx√
2− 3x2

; (ç)
∫

dx

1 + sin x
;

(è)
∫

dx

x
√
x2 + 1

; (ê) •
∫

dx

x
√
x2 − 1

;

(ë)
∫

dx√
x(1− x)

; (ì)
∫

dx√
1 + e2x

;
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21.4. (1703, 1706, 1711, 1720, 1725, 1726, 1733, 1737, 1745, 1767, 1781, 1794)

Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

dx

sinx
; (á)

∫
dx

chx
;

(â)
∫ √

ln(x+
√

1 + x2)

1 + x2
dx; (ã) •

∫
x dx√

1 + x2 +
√

(1 + x2)3

;

(ä) •
∫

(1 + x)2

1 + x2
dx; (å)

∫
(2− x)2

2− x2
dx;

(æ)
∫

dx

(x− 1)(x+ 3)
; (ç) •

∫
xdx

(x+ 2)(x+ 3)
;

(è)
∫

cos
x

2
· cos

x

3
dx; (ê) •

∫
x3(1− 5x2)10 dx;

(ë)
∫

dx

(x2 + a2)3/2
; (ì)

∫ √
x ln 2x dx.

21.5. Âû÷èñëèâ ïðåäëîæåííûå èíòåãðàëû, äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(à) ∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C, (a 6= 0);

(á)
∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣ + C, (a 6= 0);

(â)
∫

x dx

a2 ± x2
= ±1

2
ln |a2 ± x2| + C, a ∈ R;

(ã) ∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C, (a > 0);

(ä) • ∫
dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2| + C, (a > 0);

(å) ∫
x dx√
a2 ± x2

= ±
√
a2 ± x2 + C, (a > 0);

(æ) • ∫ √
a2 − x2 dx =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C, (a > 0);

(ç) ∫ √
x2 ± a2 dx =

x

2

√
x2 ± a2 ± a2

2
ln
∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣ + C, (a > 0);
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21.6. Ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, âû÷èñëèòå:

(à) •
∫

dx

a+ bx2
, (a · b 6= 0); (á)

∫ (
arccos (lnx)

)2

x
dx;

(â)
∫

sin 2x ln (1 + cos x) dx; (ã)
∫

cos (lnx) dx;

(ä)
∫

arcsin
1√
x
dx; (å)

∫
ea·arctgx

(1 + x2)3/2
dx;

21.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f : (a; b) 7→ R, g : (a; b) 7→ R èìåþò ïðîèçâîäíûå

âòîðîãî ïîðÿäêà f ′′, g′′ íà (a; b), ïðè÷¼ì

f ′′(x) = c f(x), g′′(x) = d g(x), x ∈ (a; b),

ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè c è d, c 6= d. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f · g íà (a; b).

21.8. Óñòàíîâèòå íåòî÷íîñòü â ñëåäóþùåé öåïè ðàññóæäåíèé.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë
∫

cosx

sinx
dx, áóäåì èìåòü:

∫
cosx

sinx
dx =

sinx

sinx
+

∫
sinx

cosx

sin2 x
dx = 1 +

∫
cosx

sinx
dx = 2 +

∫
cosx

sinx
dx = . . . = n+

∫
cosx

sinx
dx,

îòêóäà 0 = 1 = 2 = . . . = n !

21.9. Ôóíêöèÿ f : R 7→ R èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà R è ∀x ∈ R âûïîëíåíî F (x) = f(x).

Íàéäèòå ôóíêöèþ f .

21.10. ? Ïóñòü F � íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a; b), c ∈ (a; b), è ôóíêöèÿ f : (a; b) 7→ R

íåïðåðûâíà â òî÷êå c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà

êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (a; c) è (c; b). Äîêàæèòå, ÷òî F åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà

èíòåðâàëå (a; b).
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Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 22

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé∫
P (x)

Q(x)
dx,

ãäå P , Q � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷¼ì ñòåïåíü P ìåíüøå ñòåïåíè Q (ñëó÷àé ïðàâèëüíîé äðîáè).

Çàìå÷àíèå: íåïðàâèëüíàÿ äðîáü âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ïðàâèëüíîé äåëåíèåì.

Òåîðåìà: Ïóñòü
P

Q
� ïðàâèëüíàÿ äðîáü,

Q(x) = (x− b1)β1 . . . (x− bm)βm (x2 + p1x+ q1)λ1 . . . (x2 + pnx+ qn)λn ,

ãäå βj, λi ∈ N. Òîãäà

P (x)

Q(x)
=

A
(1)
1

(x− x1)
+ . . .+

A
(1)
β1

(x− x1)β1
+ . . .+

A
(m)
1

(x− xm)
+ . . .+

A
(m)
βm

(x− xm)βm
+

+
M

(1)
1 x+N

(1)
1

(x2 + p1x+ q1)
+ . . .+

M
(1)
λ1
x+N

(1)
λ1

(x2 + p1x+ q1)λ1
+ . . .+

M
(n)
1 x+N

(n)
1

(x2 + pnx+ qn)
+ . . .+

M
(n)
λn
x+N

(n)
λn

(x2 + pnx+ qn)λn
,

ãäå A(i)
l ,M

(j)
m , N

(k)
n − âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ

êîýôôèöèåíòîâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà

P (x)

Q(x)
=

P (x)

(x− x1)n r(x)
=

A1

x− x1

+ . . .+
An

(x− x1)n
+
R(x)

r(x)
, (1)

êîýôôèöèåíòû Ak ìîæíî íàõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) · (x− x1)n ⇔ P (x)

r(x)
= A1(x− x1)n−1 + . . .+ An−1(x− x1) + An +

R(x)

r(x)
· (x− x1)n ⇒

⇒ An =
P (x)

r(x)

∣∣∣∣
x=x1

; An−1 =

(
P (x)

r(x)

)′∣∣∣∣
x=x1

; . . . ;An−k =
1

k!

(
P (x)

r(x)

)(k)
∣∣∣∣∣
x=x1

, k = 0, n− 1.

Óòâåðæäåíèå(Ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî): Èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè ïðåäñòàâèì

â âèäå: ∫
P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx, ãäå (2)

Q1(x) = (x− b1)β1−1 . . . (x− bm)βm−1 (x2 + p1x+ q1)λ1−1 . . . (x2 + pnx+ qn)λn−1,

Q2(x) =
Q(x)

Q1(x)
= (x− b1) . . . (x− bm) (x2 + p1x+ q1) . . . (x2 + pnx+ qn);

à ìíîãî÷ëåíû P1, P2 íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Çàìå÷àíèå: ÷åì âûøå êðàòíîñòü êîðíåé çíàìåíàòåëÿ Q, òåì ýôôåêòèâíåå îêàçûâàåòñÿ

ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Çàìå÷àíèå: äðîáü
P1(x)

Q1(x)
â ðàâåíñòâå (2) ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ÷àñòüþ, à

∫
P2(x)

Q2(x)
dx

(ò.ê. ýòî ñóïåðïîçèöèÿ arctg è ln) - èððàöèîíàëüíîé ÷àñòüþ èíòåãðàëà îò ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèè.

22.1. Äîêàæèòå ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé:

(à)
∫

A

x− a
dx = A ln |x− a| + C;

(á)
∫

A

(x− a)β
dx = − A

β − 1

1

(x− a)β−1
+ C, (β > 2, β ∈ N);

Ïóñòü äàëåå x2 + px+ q− íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, ò.å.
p2

4
− q < 0.

(â)
∫

Mx+N

x2 + px+ q
dx =

M

2
ln |x2 + px+ q|+ 2N −Mp

2

√
q − p2

4

arctg
x+

p

2√
q − p2

4

+ C;

(ã)
∫

Mx+N

(x2 + px+ q)λ
dx = −M

2

1

λ− 1

1

(x2 + px+ q)λ−1
+

(
N − Mp

2

)
Kλ + C, ãäå

K1 =
1

a
arctg

x+ p
2

a
+ C, Kλ =

x+ p
2

2a2(λ− 1)
(
(x+ p

2
)2 + a2

)λ−1
+

2λ− 3

a2(2λ− 2)
Kλ−1, (λ > 2, λ ∈

N).

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èç ÷åòûð¼õ ïðîñòåéøèõ äðîáåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëå-

ìåíòàðíûå ôóíêöèè.

22.2. (1867, 1870, 1877, 1881, 1882, 1886)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ïðîñòåé-

øèå ðàöèîíàëüíûå äðîáè, íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

x dx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
; (á)

∫
x4 dx

x4 + 5x2 + 4
;

(â)
∫

dx

(x+ 1)(x2 + 1)
; (ã) •

∫
dx

x3 + 1
;

(ä)
∫

x dx

x3 − 1
; (å)

∫
dx

x6 + 1
.
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22.3. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíóþ ÷àñòü èíòåãðàëà:

(à)
∫

dx

(x3 − 1)2
; (á)

∫
dx

(x2 + 2x+ 10)3
.

22.4. Íàéäèòå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ïåðâîîáðàçíàÿ äàííîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàöèîíàëüíîé:

(à) •
ax2 + bx+ c

x5 − 2x4 + x3
; (á)

Pn(x)

(x− a)n+1
, Pn(x)− ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

22.5. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî, âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(à)
∫

x dx

(x− 1)2(x+ 1)3
; (á)

∫
dx

(x3 + 1)2
;

(â) •
∫

4x2 − 8x

(x− 1)2(x2 + 1)2
dx.

22.6. Ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû, íàéäèòå èíòåãðàëû:

(à)
∫

dx

x(x5 + 2)
; (á) •

∫
x+ x7

1 + x4
dx;

(â)
∫

x3

(x− 1)100
dx; (ã)

∫
x11

x8 + 3x4 − 2
dx;

(ä)
∫

x4

(x10 − 10)2
dx.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííûõ èíòåãðàëîâ îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íå îïòèìàëüíû.

22.7. Âûâåäèòå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû, è âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à)
∫

x2n

x2 + a2
dx, x ∈ R, n ∈ N ∪ {0};

(á)
∫

x2n

x2 − a2
dx, x ∈ (a; +∞), n ∈ N ∪ {0};

(â)
∫

dx

x2n(x2 + a2)
, x ∈ (0; +∞), n ∈ N ∪ {0}.
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22.8. Óêàæèòå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
∫
R
(
ex
)
dx, ãäå R− ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

22.9. ? Äîêàæèòå ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ëåììû:

(à) Ïóñòü Q(x) = a0x
n+a1x

n−1 + . . .+an−1x+an, x ∈ R− ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè a0, a1, . . . , an, ïðè÷¼ì a0 6= 0. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåñòàíîâêè íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2, . . . , zn òàêîé, ÷òî

∀x ∈ R ⇒ Q(x) = a0(x− z1)(x− z2) . . . (x− zn).

(á) Ïóñòü P èQ � ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. È ñòåïåíü P ìåíüøå

ñòåïåíè Q. Ïóñòü òàêæå ìíîãî÷ëåí Q èìååò âèä Q(x) = (x− a)mQ1(x), x ∈ R ñ íåêîòîðûìè

÷èñëàìè a ∈ R è m ∈ N, ïðè÷¼ì Q1(x) 6= 0. Òîãäà ïðàâèëüíàÿ äðîáü
P

Q
åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

P (x)

Q(x)
=

A

(x− a)m
+

P1(x)

(x− a)m−1Q1(x)
, x ∈ {u ∈ R

∣∣Q(u) 6= 0}, (∗)

ãäå A ∈ R è P1 � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî âòîðàÿ äðîáü â

ïðàâîé ÷àñòè (∗) ïðàâèëüíàÿ.

(â) Ïóñòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q, ìíîãî÷ëåí Q èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

Q(x) = (x2 + px+ q)mQ1(x), x ∈ R

ñ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè p, q ∈ R, m ∈ N, p2 − 4q < 0, ïðè÷¼ì ìíîãî÷ëåí Q1 íå äåëèòñÿ íà

x2 + px+ q. Òîãäà ïðàâèëüíàÿ äðîáü
P

Q
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå:

P (x)

Q(x)
=

Ax+B

(x2 + px+ q)m
+

P1(x)

(x2 + px+ q)m−1Q1(x)
, (∗∗)

ãäå x ∈ {R
∣∣Q(u) 6= 0}, {A,B} ∈ R è P1 � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

òàêîé, ÷òî âòîðàÿ äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (∗∗) ïðàâèëüíàÿ.
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Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 23

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì äðîáíî-ëèíåéíîé èððàöèîíàëüíîñòüþ ôóíêöèþ âèäà:

R

(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
,

ãäå R(u; v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, 1 < n ∈ N, a, b, c, d ∈ R �

ïîñòîÿííûå, (ad− bc 6= 0).

Ðàöèîíàëèçàöèÿ äðîáíî-ëèíåéíîé èððàöèîíàëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîä-

ñòàíîâêè

t =
n

√
ax+ b

cx+ d
; tn =

ax+ b

cx+ d
; x =

dtn − b
a− ctn

; dx =
(ad− bc) · ntn−1

(a− ctn)2
dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
R

(
x,

n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx =

∫
R

(
dtn − b
a− ctn

, t

)
(ad− bc) · ntn−1

(a− ctn)2
dt.

Çàìå÷àíèå: Äàííàÿ ðàöèîíàëèçèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, îäíàêî

îíà äàëåêî íå âñåãäà áóäåò îïòèìàëüíîé.

23.1. (1926, 1927, 1931, 1932)

Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ê ðàöèîíàëüíîé íàéäèòå ñëåäóþùèå

èíòåãðàëû:

(à) •
∫

dx

1 +
√
x

; (á)
∫

dx

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)

;

(â)
∫ √

x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx; (ã) •
∫

dx
3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
;

(ä)
∫

dx
3
√

(2 + x)(2− x)5
.
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23.2. (1937, 1938)

Íàéäèòå èíòåãðàëû îò ïðîñòåéøèõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé:

(à) •
∫

x2

√
x2 + x+ 1

dx; (á)
∫

dx

(x+ 1)
√
x2 + x+ 1

;

(â)
∫

dx

(2x+ 1)2
√

4x2 + 4x+ 5
.

Çàìå÷àíèå: Èíòåãðàëû âèäà: ∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx, (1)

ãäå Pn � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà:∫
Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx = Qn−1(x)

√
ax2 + bx+ c+ λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
, (∗)

ãäå Qn−1 � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n−1) ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

λ � åù¼ îäèí íåîïðåäåë¼ííûé êîýôôèöèåíò.

23.3. (1943, 1947)

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé ìåòîä, íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

x3

√
1 + 2x− x2

dx; (á)
∫

dx

x3
√
x2 + 1

;

(â)
∫

5x+ 3√
5 + 4x− x2

dx;

Çàìå÷àíèå: Èíòåãðàëû âèäà ∫
dx

(x− d)n
√
ax2 + bx+ c

(2)

âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû: t =
1

x− d
. Â ðåçóëüòàòå îíè ïðèâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó âèäà:

−
∫

tn−1 dt√
At2 +Bt+ C

, (A,B,C − íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû),

âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ðàçîáðàíî âûøå.

23.4. (1952, 1953)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, ðàçëàãàÿ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðî-

áè:

(à) •
∫

x dx

(x− 1)2
√

1 + 2x− x2
; (á)

∫
x dx

(x2 − 1)
√
x2 − x− 1

;
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Çàìå÷àíèå: Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà∫
dx

(x2 + px+ q)n+1/2
(3)

ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà Àáåëÿ: t =
(√

x2 + px+ q
)′
.

Åñëè â èíòåãðàëå ∫
Mx+N√

ax2 + bx+ c (x2 + px+ q)m
dx

îòíîøåíèå òð¼õ÷ëåíîâ ax2 + bx+c è x2 +px+q íåïîñòîÿííî äåëàþò çàìåíó ïåðåìåííîãî òàê,

÷òîáû âî âíîâü ïîëó÷åííûõ òð¼õ÷ëåíàõ îäíîâðåìåííî èñ÷åçëè ÷ëåíû ñ ïåðâîé ñòåïåíüþ. Ýòî

äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêè:

x =
α + βt

1 + t
, åñëè p 6= b

a
, è x = t− p

2
, åñëè p =

b

a
.

23.5. (1965) Ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêè: x =
α + βt

1 + t
âû÷èñëèòå èíòåãðàë:∫

dx

(x2 + 2)
√

2x2 − 2x+ 5
;

Çàìå÷àíèå: Èíòåãðàëû âèäà:∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx, a 6= 0, b2 − 4ac 6= 0 (4)

ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîäñòàíîâêàìè Ýéëåðà:

1)
√
ax2 + bx+ c = ±

√
ax± t, åñëè a > 0;

2)
√
ax2 + bx+ c = ±xt±

√
c, åñëè c > 0;

3)
√
ax2 + bx+ c = ±(x− x1)t,

√
ax2 + bx+ c = ±(x− x2)t,

ãäå x1, x2 - ðàçëè÷íûå êîðíè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ax2 + bx+ c.

Îòìåòèì, ÷òî çíàêè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ ìîæíî áðàòü â ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ.

23.6. (1966, 1967) Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà:

(à) •
∫

1−
√

1 + x+ x2

x
√

1 + x+ x2
dx; (á)

∫
dx

x+
√

1 + x+ x2
;

(â)
∫

dx

1 +
√

1− 2x− x2
.
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Îïðåäåëåíèå: Èíòåãðàëû âèäà:

∫
xm(a+ bxn)p dx, (5)

ãäå a, b ∈ R; m,n, p ∈ Q, ïðè÷¼ì a 6= 0, b 6= 0, n 6= 0, p 6= 0, íàçûâàþò èíòåãðàëàìè îò

äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà. Äàííûå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê èíòåãðèðîâàíèþ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ëèøü â ñëåäóþùèõ òð¼õ ñëó÷àÿõ (òåîðåìà ×åáûøåâà):

1. Ïóñòü p - öåëîå. Òîãäà ïîëàãàåòñÿ x = zN , ãäå N - îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé m è n.

2. Ïóñòü
m+ 1

n
- öåëîå. Òîãäà ïîëàãàåòñÿ a+ bxn = zN , ãäå N - çíàìåíàòåëü äðîáè p.

3. Ïóñòü
m+ 1

n
+p - öåëîå. Òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà ax−n+b = zN , ãäå N - çíàìåíàòåëü

äðîáè p.

23.7. Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à)
∫ √

x3 + x4 dx; (á)
∫

dx
4
√

1 + x4
;

(â)
∫

x dx√
1 + x2/3

.
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Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 24

Èíòåãðàëû âèäà: ∫
R(sinx; cos x) dx, (1)

ãäå R(u; v)− ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü, ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè t = tg
x

2
, ïðè ýòîì:

sinx =
2 sin

x

2
cos

x

2

cos2
x

2
+ sin2 x

2

=
2t

1 + t2
; cosx =

cos2 x

2
− sin2 x

2

cos2
x

2
+ sin2 x

2

=
1− t2

1 + t2
.

x = 2 arctgt, dx =
2

1 + t2
dt;

=⇒
∫

R(sinx; cos x) dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
;

1− t2

1 + t2

)
2

1 + t2
dt.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû òèïà (1) âñåãäà áåðóòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Äëÿ èõ âûðàæå-

íèÿ, êðîìå ôóíêöèé, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ,

íóæíû ëèøü åù¼ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå: Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè t = tg
x

2
âîçìîæíî

òîëüêî íà ïðîìåæóòêàõ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà: π + 2πk, k ∈ Z.

Óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà ÷àñòî ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì ðàöèîíàëüíûì

èíòåãðàëàì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ðàöèîíàëüíîé

äðîáè áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì:

1) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ R(− sinx; cos x) = −R(sinx; cos x), òî óäîáíî ïðèìåíèòü ïîäñòà-

íîâêó t = cosx, x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
;

2) Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå R(sinx; − cosx) = −R(sinx; cos x), òî ïðèìåíÿåòñÿ

ïîäñòàíîâêà t = sinx, x ∈ (0; π) ;

3) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ R(− sinx; − cosx) = R(sinx; cos x), òî óäîáíî ïðèìåíèòü ïîäñòà-

íîâêó t = tgx, x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
.

Çàìå÷àíèå: Âñå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ íà ïðîìåæóòêàõ îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ, ãäå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû.

96



24.1. • Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèåR(sinx; cos x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ñóììû òðåõ âûðàæåíèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå ÷àñòíûõ òèïîâ.

24.2. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ:

(à)
∫

dx

cos2n+1 x
=

1

2n
· sinx

cos2n x
+

(
1− 1

2n

)∫
dx

cos2n−1 x
;

(á)
∫

dx

sin2n+1 x
= − 1

2n
· cosx

sin2n x
+

(
1− 1

2n

)∫
dx

sin2n−1 x
.

24.3. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

dx

sin3 x
, (x 6= πn, n ∈ Z);

(á)
∫

dx

cos5 x
, (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z);

(â)
∫

dx

sin5 x
, (x 6= πn, n ∈ Z).

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî äàííûå âû÷èñëåíèÿ ïîëåçíî ïðîâåñòè, íå èñïîëüçóÿ ôîðìóë èç

ïðåäûäóùåãî íîìåðà.

24.4. (2013, 2017, 2019, 2020)

Íàéäèòå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû:

(à) •
∫

sin 5x · cosx dx;

(á)
∫

cos2 ax · cos2 bx dx, (a 6= 0, b 6= 0, a− b 6= 0, a+ b 6= 0);

(â)
∫

dx

sin (x+ a) sin (x+ b)
, (a− b 6= πn, n ∈ Z);

(ã)
∫

dx

sin (x+ a) cos (x+ b)
, (a− b 6= π

2
+ πn, n ∈ Z);

24.5. Äîêàæèòå ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

(à) In =

∫
sinn x dx =

1

n

[
(n− 1)In−2 − cosx sinn−1 x

]
, (n ∈ N, n > 2);

(á) Kn =
∫

cosn x dx =
1

n

[
(n− 1)Kn−2 + sinx cosn−1 x

]
(n ∈ N, n > 2).
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24.6. (2025, 2036)

Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, âçÿòûå íà ñïåöèàëüíûõ ïðîìåæóòêàõ:

(à)
∫

dx

3 sinx+ 4 cosx+ 5
, x ∈ (−π; π);

(á) •
∫

2 sinx+ 3 cosx

sin2 x cosx+ 9 cos3 x
dx, x ∈

(
−π

2
;
π

2

)
;

(â) •
∫

dx

2 sinx− cosx+ 5
, x ∈ R;

(ã)
∫

sin2 x · cos2 x

sin8 x+ cos8 x
dx, x ∈ R.

Çàìå÷àíèå: Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèìåðàõ îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ çàìåíà âîçìîæíà òîëüêî íà ïðîìåæóòêàõ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà:

π + 2πk, k ∈ Z.

24.7. (2029, 2034, 2038, 2040)

Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx; (á)

∫
sinx

sin3 x+ cos3 x
dx;

(â)
∫

sinx · cosx

1 + sin4 x
dx; (ã)

∫
dx

(sin2 x+ 2 cos2 x)2
.

24.8.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî:

∫
a1 sinx+ b1 cosx

a sinx+ b cosx
dx = Ax+B ln

∣∣a sinx+ b cosx
∣∣+ C, ãäå A, B, C − ïîñòîÿííûå;

(á) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ∫
sinx− cosx

sinx+ 2 cosx
dx,

èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ âûøå ôîðìóëó.

24.9. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(à)
∫

1− r2

1− 2r cosx+ r2
dx, (0 < r < 1, −π < x < π);

(á) •
∫

sinx√
2 + sin 2x

dx; (â)
∫

dx√
tgx

.
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24.10. ? Äëÿ èíòåãðàëîâ

Jn,m =

∫
sinn x cosm x dx, n,m ∈ N,

äîêàæèòå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû:

Jn,m = −sinn−1 x cosm+1 x

n+m
+
n− 1

n+m
Jn−2,m, Jn,m =

sinn+1 x cosm−1 x

n+m
+
m− 1

n+m
Jn,m−2.

C èõ ïîìîùüþ âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∫

sin6 x cos4 x dx.

24.11. ? Äëÿ èíòåãðàëà

Jn =

∫
dx

(a cosx+ c)n
, |a| 6= |c|, n ∈ N,

äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

Jn =
1

(n− 1)(a2 − c2)

(
a sinx

(a cosx+ c)n−1
− (2n− 3) c Jn−1 + (n− 2)Jn−2

)
, n > 1.

Ñ å¼ ïîìîùüþ íàéäèòå èíòåãðàëû:

(à)
∫

dx

(1 + ε cosx)2
, 0 < ε < 1, (á)

∫
dx

(1 + ε cosx)3
, ε > 1.

24.12. ? Äëÿ èíòåãðàëà

Jn =

∫ (
sin
(
(x− a)/2

)
sin
(
(x+ a)/2

))n

dx, n ∈ N,

äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

Jn =
2 sin a

n− 1

(
sin
(
(x− a)/2

)
sin
(
(x+ a)/2

))n−1

+ 2 cos a · Jn−1 − Jn−2, n > 1.

Ñ å¼ ïîìîùüþ âû÷èñëèòå èíòåãðàë J3.
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Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Ïîâòîðåíèå
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 25

25.1. Íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫

min
{

5− x2; 1; x2
}
dx;

(á)
∫

max
{
|x|; 4

}
dx;

25.2. (2172, 2173)

Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(à) •
∫
ϕ(x) dx, ãäå ϕ(x) − ðàññòîÿíèå îò ÷èñëà x äî áëèæàéøåãî öåëîãî;

(á)
∫

[x] · | sin πx| dx, ãäå [x] − öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, x > 0;

(â) ?
∫

(−1)[x] dx, ãäå [x] − öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x;

(ã)
∫ [

ex
]
dx, ãäå [ex] − öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà ex.
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Îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü ôóíêöèè u, v ïî (n + 1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òîãäà ñïðà-

âåäëèâî:

∫
u v(n+1) dx = u v(n)−u′ v(n−1) +u′′ v(n−2)− . . .+(−1)n u(n)v+(−1)n+1

∫
u(n+1)v dx.

Çàìå÷àíèå: Îñîáåííî âûãîäíî ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ôîðìóëîé, êîãäà îäíèì èç ìíî-

æèòåëåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñëóæèò öåëûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè ôóíêöèÿ u

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî u(n+1)(x) = 0, è äëÿ èíòåãðàëà â ëåâîé

÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå.

25.3. Ïóñòü n ∈ Z, Pn � ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à) •
∫
Pn(x) eax dx, a 6= 0; (á)

∫
Pn(x) sin bx dx, b 6= 0;

Çàìå÷àíèå: Â äàííûõ çàäà÷àõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê èíòåãðèðóþòñÿ âûðàæåíèÿ

âèäà: Pn(x) eax è Pn(x) sin bx. Îòìåòèì, ÷òî äðîáíûå ôóíêöèè
ex

xn
è

sinx

xn
óæå íå

èíòåãðèðóþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå, íî èõ ìîæíî ñâåñòè ê îñíîâíûì:

Ei(x) =

∫
ex

x
dx =

∫
dy

ln y
= li(y),

∫
sinx

x
dx = Si(x).

(â) Âûðàçèòå ÷åðåç Ei(x) èíòåãðàë
∫

ex

xn
dx, n > 1.

(ã) Âûðàçèòå ÷åðåç èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì li(x) èíòåãðàë
∫

dx

ln 2x
, 0 < x < 1.
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25.4.

(à) • Âûâåäèòå ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ è ïðåäëîæèòå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äëÿ èíòåãðàëà∫
xk lnmx dx, −1 6= k ∈ R, m ∈ N;

(á) Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ∫ (
lnx
x

)3

dx, (x > 0);

25.5. • Âûâåäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
, n = 1, 2, 3, . . .

25.6. (2180) Ïóñòü f ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è f−1 å¼ îáðàòíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè
∫
f(x) dx = F (x) +C, òî

∫
f−1(x) dx = xf−1(x)− F

(
f−1(x)

)
+C.

25.7. (Ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ)

Ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû, íàéäèòå ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

(à)
∫

2shx+ 3chx
4shx+ 5chx

dx; (á)
∫

ch22x

sh3x
dx;

(â)
∫

sin (lnx) dx, (x > 0);

(ã)
∫
eax · cos bx dx, (a, b ∈ R, a 6= 0, b 6= 0);

(ä)
∫

lnx− 1

ln 2x
dx, (x > 0); (å)

∫
lnx

(lnx+ 1)2
dx, (x > 0);

(æ)
∫

x2

1 + x2
arctgx dx; (ç)

∫ (
1− 2

x

)2

ex dx, (x > 0);

(è)
∫

x2√
(x2 + a2)3

dx; (ê)
∫

dx√
(x2 − a2)3

, (x > a);

(ë)
∫

x dx√
1 +

3
√
x2

; (ì)
∫

dx
4
√

1 + x4
;

(í)
∫

dx√
(x2 + x+ 2)5

; (î)
∫
e−

3
√
x+ 1 dx.
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25.8. Îïðåäåëèòå ïåðâîîáðàçíóþ íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) f(x) = |x| ex; á) f(x) = |x2 − 2x|;

â) f(x) = sinx+ | sinx|; ã) f(x) = |lnx|.

25.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x) = (−1)k cosx+ 2(k − 1), x ∈
[
(k − 1)π; kπ

]
, k ∈ Z,

åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) = | sinx|, x ∈ R.

25.10. Îïðåäåëèì äëÿ n ∈
(
N ∪ {0}

)
ôóíêöèþ

(x)n+ =

xn, åñëè x > 0,

0, åñëè x < 0;

Äîêàæèòå, ÷òî
∫

(ax+ b)n+ dx =
(ax+ b)n+1

+

a(n+ 1)
+ C, x ∈ R, ãäå a > 0, b ∈ R.

25.11. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ ôóíêöèè y =
x2

(x sinx+ cosx)2
.
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